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En ocasion de su admision a la Academia Nacional de Geografia como académico titular, en 2022, el profesor Pablo Jacovkis ofrecié una disertacion
sobre la interrelacion entre ambas disciplinas. Ciencia Hoy decidié publicarlas en cuatro partes de lectura independiente.

Pablo Miguel Jacovkis
UNTREF

Matematica y geografia:
una historia compartida

Parte 4: la geografia inspira

a la matematica

tra rama de la matematica utilizada ac-
tualmente en geografia es la optimiza-
cién lineal, no lineal y discreta, o sea la
maximizacién o minimizacién de una
funcién objetivo bajo restricciones de di-
verso tipo: bajo ciertas condiciones se puede encon-
trar el maximo y el minimo de una funcién suficiente-
mente derivable, incluso bajo restricciones (dadas por
funciones también derivables) utilizando la derivabi-

¢DE QUE SE TRATA?

lidad (si el maximo o el minimo no se encuentra en
los extremos de un intervalo bajo analisis se ve don-
de se anula la derivada, etcétera). ;Pero qué pasa si esas
‘ciertas condiciones’ no se cumplen? La teoria de op-
timizacién lineal permite encontrar maximos y mini-
mos de funciones lineales bajo restricciones lineales,
y esa teoria se puede aplicar, por ejemplo, cuando los
conocimientos geograficos indican que en tales pun-
tos de una cuenca fluvial se pueden instalar represas,
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sea para regular la navegacion, para generar energia hi-
droeléctrica, para riego, por razones de turismo, etcé-
tera. Ahora bien, cuando se construye una represa, sus
dimensiones impactan aguas abajo, o sea, no necesaria-
mente una represa aguas abajo que, aisladamente, tie-
ne dimensiones éptimas si no se piensa que habra otra
represa aguas arriba, las sigue teniendo con esa otra re-
presa construida: si en una cuenca fluvial se planean
varias represas, es necesario un analisis global para ver
cudl es, globalmente, el mejor disefio de cada una de
ellas, y eso se puede resolver mediante optimizacion
lineal, o linealizada (a veces una funcién no lineal se
puede aproximar convenientemente por una lineal). Si
ademads no esta claro cuantas represas conviene cons-
truir (y la geografia es fundamental para indicar las
eventuales ubicaciones), interviene aca otra rama de la
matematica, la de optimizacién discreta o entera. Ese
problema lo enfrentamos un grupo de profesionales en
la década de 1980, y querria comentar que se me plan-
te6 un problema tipico que no tiene una solucién gene-
ral, sino que hay que analizar cada caso en particular:
nunca habiamos trabajado en la practica con modelos
de este tipo (yo los habia estudiado en forma tedrica
en la facultad y luego por mi cuenta, pero una cosa es
un modelo tedrico y otra muy distinta un modelo con-
creto). Entonces la duda fue ;qué hacer? ;Comprar soft-
ware (existen unos cuantos, por supuesto, algunos muy
buenos) a un vendedor, sabiendo que su calidad estd
asegurada, pero pagando una suma no despreciable en
délares (no era muy distinta la situacidén econémica ar-
gentina en esa época que ahora), o desarrollar software
propio, con el riesgo de no cumplir a tiempo los com-
promisos asumidos contractualmente? Después de pen-
sar mucho, y analizarlo cuidadosamente, decidi que,
en ese caso particular, por diversas razones (que por
supuesto no se pueden generalizar: hay otras situacio-
nes en las que puede convenir comprar el software), con-
venia desarrollar software propio. Fue una patriada, y un
riesgo, pero tuvimos éxito, y salimos adelante. Fue una
valiosa experiencia respecto de que conviene manejar-
se con flexibilidad y no con consignas: a veces hay que
‘vivir con lo nuestro’, como suele decirse, y a veces no.

La idea de escala es muy importante en geografia;
en particular a ella se refiere un drea de la matemati-
ca que tiene menos de cincuenta afios de existencia: la
geometria fractal, o teoria de fractales, creada por Be-
noit Mandelbrot en la década de 1970; con un enfoque
matemadtico muy riguroso, la formulaciéon de Mandel-
brot usa herramientas matematicas mucho mas nuevas
y poderosas (medida y dimensiéon de Hausdorff, por
ejemplo) que las usadas por Johnson en su libro; estas
herramientas —aparte de crear el concepto de dimen-
sién fraccionaria— permitieron aplicaciones en amplias
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ramas de la ciencia, e incluso en el arte: algunos ob-
jetos fractales son visualmente hermosisimos. El ana-
lisis fractal se puede usar para determinar con mucha
mas precisién la longitud real de una linea costera (de
hecho, uno de los primeros trabajos de Mandelbrot al
respecto, publicado en Science en 1967, se titula ‘Qué
longitud tiene la costa de Gran Bretafia’), y se puede
hablar perfectamente de una interrelacién entre geo-
grafia y matematicas con beneficio mutuo para ambas.
En particular, la geometria fractal sirve para precisar las
irregularidades de los sistemas geograficos. (Los con-
ceptos fractales de Mandelbrot se pueden aplicar, entre
muchas otras dareas, a las que tienen que ver con la na-
turaleza.) Como dicen Tannier y Pumain en un articulo
de 2005: ‘La teoria de fractales se ha vuelto popular en
geografia urbana. Su formalizacién es compatible con
muchas caracteristicas de sistemas urbanos: autosimi-
laridad en agrupamiento y fragmentacién de patrones
espaciales a diferente escala, organizacién jerarquica,
sinuosidad de fronteras y dindmica no lineal’.

Ahora bien, estuve mencionando la aplicaciéon en
geografia de técnicas de optimizacién, de resolucion
numérica de ecuaciones diferenciales, de fractales, de
estadistica. Todos estos avances en geografia matematica
y muchos otros, como la posibilidad de efectuar simu-
laciones, disenar modelos matematicos cada vez mas
ambiciosos, y crear y estudiar sistemas muy complejos,
han sido posibles gracias a la aparicién y centralidad
cada vez mayor de la computadora, a partir de la década
de 1940, como ya mencionamos. Pero la computado-
ra, ademas, a medida que fue creciendo en rapidez de
computo, aumentando en capacidad de almacenamien-
to, expandiéndose geograficamente con la creacion de
redes, universalizdndose con internet, etcétera, permi-
ti6 que pudieran almacenarse y procesarse cantidades
cuantiosas de datos geograficos. Las bases de datos son
en este momento muy completas, e incitaron al desa-
rrollo de técnicas para su tratamiento de la forma mas
exhaustiva posible, y dieron origen, como ya senalé, a
una nueva disciplina, la ciencia de datos. La obtencion
masiva de grandes cantidades de datos de distinto tipo
provoca también la ‘maldicién de la dimensionalidad’,
o sea, el crecimiento exponencial de la memoria com-
putacional necesaria para almacenar todos los datos a
analizar, y para ello son importantes las técnicas de re-
duccion de dimensionalidad.

En algunos casos, la irrupcién de la computadora
permitié avances en disciplinas ya establecidas, pero
ademads propicié la apariciéon de ramas nuevas, como
la inteligencia artificial, con impacto en la geografia.
Mencionaré brevemente algunas de ellas.

En un articulo de 2019 Hu y sus colegas hacen una
descripcion del uso de inteligencia artificial en geogra-
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fia (GeoAl, en inglés). Usamos algunas definiciones de
ellos, quienes definen inteligencia artificial como el es-
tudio y disefio de maquinas o métodos computaciona-
les que pueden realizar tareas que usualmente requieren
inteligencia humana (ese enfoque puede remontarse al
articulo de Alan Turing en Mind de 1950). Hu y sus cole-
gas indican varias aplicaciones de inteligencia artificial
a la geografia: reconocimiento automatico de rasgos
naturales del terreno (crateres, volcanes, dunas de are-
na) a partir de imdagenes de teledeteccion; clasificacion
de tipos de terreno con propdsitos conservacionistas,
modelizado temporal y espacial de habitat de hierbas
marinas. Ejemplifican que Australia podria tener pérdi-
das en ese habitat debido a las cambiantes condiciones
del océano, y por el contrario la costa de Siberia podria
mejorar la sustentabilidad de su habitat. Algo similar
hace Chesapeake Conservancy, una ONG con sede en
Annapolis, Maryland, respecto de la zona de la bahia de
Chesapeake, habitat de mas de 3600 especies animales
y vegetales y de 17 millones de personas.

Los sistemas de informacion geograficos (GIS, por
su sigla en inglés) son, por un lado, una herramienta
geografica de la mayor importancia, y por otro lado tie-
nen obviamente una carga matematica considerable: un
GIS almacena, analiza y procesa datos (cuya magnitud
hubiera hecho imposible su creacién antes de la apari-
cion de las computadoras digitales, aunque hay intere-
santes ejemplos de GIS ‘a mano’ o, si queremos ser mas
precisos, analisis espacial a mano, como el mapa usado
en el informe de 1834 que indica la densidad de muer-
tos a causa de la epidemia de colera de 1832 en Paris).
Y requiere —aparte, por supuesto, de temas tradiciona-
les— el uso de curvas de Bézier, de funciones spline, de
temas de geometria computacional, tales como poligo-
nos de Thiessen (o sea, diagramas de Voronoi) y trian-
gulaciones de Delauney, y de estadistica, como ajuste, a
veces bastante sofisticado, con origen en minimos cua-
drados. Es interesante, respecto de la relacién entre la
matematica y la geografia, que hace poco (2016) pro-
fesores de geografia brasilefios (Sandro y Jodo Bosco
Laudares y Matheus Pereira Libério) han planteado la
sugerencia de usar GIS como un método practico de
ensefiar matematicas: su enfoque es que se puede ‘mez-
clar’ ambas disciplinas para ensefar a alumnos univer-
sitarios, integrando geografia con estadistica y ciencias
de la computacién. En particular, la inteligencia artifi-
cial esta muy presente en GIS, a través de distintas areas
y subdreas del conocimiento: aprendizaje automatico,
aprendizaje profundo, redes neuronales, sistemas ex-
pertos. Las grandes bases de datos que se han ido acu-
mulando a medida que la capacidad de almacenamien-
to y de procesamiento de las computadoras aumenté en
forma vertiginosa también contribuyen a la expansion

de este enfoque. GIS obtiene, almacena, administra y
analiza datos. Muchos datos.

Otra area importante de inteligencia artificial es la
de los sistemas expertos. En disefio de mapas, determi-
nacion de rasgos del terreno, manejo de bases de da-
tos geograficas, apoyo a decisiones geograficas, los siste-
mas expertos permiten tomar decisiones segun distintos
criterios, algunos de los cuales son cualitativos y otros
cuantitativos, y puede haber diferentes pesos asignados
(subjetivamente) a los criterios, a menudo bajo incerti-
dumbre, lo cual implica, naturalmente, la participacién
de la estadistica.

En este momento las imdgenes digitales, en particu-
lar pero no exclusivamente las satelitales (y no hace falta
mencionar la utilidad no solo para el ge6grafo sino pa-
ra la gente comun de sistemas como Google Earth), son
una herramienta esencial de la geografia. La carga ma-
tematica detrds de una imagen digital es inmensa, y en
muchos casos de matematica desarrollada en las tltimas
décadas: procesamiento de sefales (en dominio tempo-
ral y dominio de frecuencia, con una teoria que va des-
de series y transformadas de Fourier hasta uso de wavelets
(ondiculas), reduccién de ruido existente en la ima-
gen, mejora de calidad de la imagen, métodos estadis-
ticos, métodos de filtrado y clasificacién de imégenes,
etcétera. El procesamiento digital de imagenes inclu-
ye codificacién de imagenes, restauracioén de imagenes,
procesamiento de imdagenes tridimensionales, prepro-
cesamiento de imdgenes, reconstruccion de estereoima-
genes, codificacién y decodificacién de imagenes, com-
presiéon de imagenes y algoritmos de estadistica. Inttil
es repetir la carga matematica de todas esas areas.

En particular, la compresion de imdagenes tiene ac-
tualmente gran importancia en geografia. Por ejemplo,
es comun usar la técnica de JPEG (Joint Photographic Ex-
perts Group) de compresién de imdgenes, especialmente
si las imdgenes fueron obtenidas por fotografia digital.
En principio, se pueden hacer compresiones de 10 a 1
(o sea, un orden de magnitud) sin perder significativa-
mente precision. JPEG (y otras mas) usan la transforma-
da discreta del coseno, propuesta por Nasir Ahmed en
1972, y que es la mds usada técnica de compresién de
datos hasta el momento.

Una herramienta importante para ‘conectar’ figuras
(en nuestro caso geométricas) de diferencia abrupta,
o dadas por puntos, es una curva suavizadora. Hay va-
rias de ellas que se pueden usar en geografia: los splines
permiten ‘pegar’ curvas con un determinado grado de
derivabilidad perdiendo apenas un grado de derivabi-
lidad; las curvas de Bézier, inventadas en la década de
1960 por el ingeniero francés Pierre Bézier (curiosa-
mente, en el diseo de automoviles de Renault), sir-
ven también a este propdsito. Existen curvas de Bézier



cuadraticas, ctbicas, etcétera, asi como existen splines de
diverso tipo.

Para planificacién urbana y regional se usan mo-
delos matematicos de simulaciéon desde hace bastante
tiempo. En particular, en geografia urbana, es digno de
tenerse en cuenta el modelo de Lowry de 1964, enfo-
cado en la ciudad de Pittsburgh, y los modelos que es-
te modelo impulsé. El modelo de Lowry consta de di-
versas variables (entre ellas, como las mdas importantes,
el area de una zona, el empleo, la poblacién, el costo
de transporte) y una serie de relaciones entre todas las
variables, muy claramente especificadas, que lo con-
vierten, como dice Wilson en su libro de 2012 sobre la
ciencia de las ciudades y las regiones, en fundamental
para poder analizar —y eventualmente predecir— dichas
relaciones. Como menciona Lowry en el comienzo de
su documento, ‘este informe describe un modelo com-
putacional de la organizacion espacial de las activida-
des humanas en un drea metropolitana’. Poco después,
en su libro de 1973, Benjamin Reif indica ecuaciones
(aproximadas) analogas a las de la ley de gravitaciéon
de Newton del tipo ‘el nimero de viajes entre con-
centraciones de poblacién es proporcional al produc-
to de la poblacién de los dos centros e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre ellos’,
modelos de estructuras espaciales urbanas, modelos
probabilisticos de crecimiento residencial, modelos
de crecimiento regional (como el de Penn-Jersey que,
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si bien luego fue abandonado, reemplazado por otros
mas precisos, usa técnicas de programacion lineal). El
modelo de Lowry también influy6 en el libro compila-
do por Marcial Echenique —bastante pionero, por cier-
to, en Ameérica Latina— sobre modelos matematicos de
la estructura espacial urbana, que incluye valiosas apli-
caciones en esta region: se describen diversos modelos
matematicos de geografia urbana de Buenos Aires, San-
tiago de Chile y Caracas.Y también puede mencionarse
el libro de Jay Forrester de 1969 sobre dindmica urba-
na, surgido después de discusiones con un exintenden-
te de Boston, en el cual usa la metodologia que muy
pocos afios después se convertiria en mundialmente fa-
mosa con el libro de Meadows y sus colaboradores so-
bre los limites del crecimiento, que a su vez provoco
incluso una respuesta desde nuestro pais con un mode-
lo mundial preparado por Herrera, Scolnik y colabora-
dores en la Fundacién Bariloche.

La lista de interacciones puede seguir durante bas-
tantes paginas, pero se volveria un tanto monodtona. Mi
intencién era solamente recordar una relaciéon entre
geografia y matematicas que sigue siendo tan estrecha
(v tan 1til) como lo fue en los albores de la civilizacién.
Para ambas disciplinas.

En memoria del ingeniero Mario Horacio Gradowczyk.
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